
¦ 7. 合成関数の微分法 ２０１５年度後期 基礎数学 A2（金曜 2限）

1 2つの関数 y D f .u/と u D g.x/の合成関数 y D f �g.x/�の導関数を求めたい．
y D f �g.x/�の導関数 �

f
�
g.x/

��0
は

�
f
�
g.x/

��0 D lim
�x!0

f
�
g.x C�/� � f �g.x/�

�x

で定義される．いま，x の増分�x に対し，uの増分�uは�u D g.x C�x/� g.x/と表せるが，これ
より

g.x C�x/ D uC�u
となる．これを用いて

f
�
g.x C�/� � f �g.x/�

�x
D f .uC�u/ � f .u/

�x

と書き直す．ここで，

lim
�u!0

f .uC�u/ � f .u/
�u

D f 0.u/

であることを考えて，少々無理やりに �uを間に挟んで

f .uC�u/ � f .u/
�x

D f .uC�u/ � f .u/ �
�x

と書き直す．さらに，�u D g.x C�x/ � g.x/を用いて分子の �uを書き直すことにより，
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D f .uC�u/ � f .u/
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を得る．いま，�x ! 0としたとき �u! 0だから，
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�
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ここで，u D g.x/だから，f 0.u/＝ と書き直せる．こうして，次の合成関数の微分公式が得ら

れる．
�
f
�
g.x/

��0 D
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2

�
f
�
g
�
h.x/

���0
を求めよ．

3 関数 f .x/とその逆関数 f �1.x/は f
�
f �1.x/

� D x をみたす．この両辺を微分し，それを逆関数の
導関数

�
f �1.x/

�0
について解くことにより，

�
f �1.x/

�0
の微分公式を求めよ．

次の一連の問題の目的は，公式
�
xa
�0 D axa�1 が，任意の有理数 a について成り立つことを証明することである．

4 【aが自然数の場合】二項定理により .xCh/n D xnCnC1xn�1hCnC2xn�2h2C� � �CnCn�1xhn�1Chn

が成り立つ．これを用い，関数 f .x/ D xn の導関数を定義にしたがって求めよ．

【裏に続く】



5 【aが負の整数の場合】商の微分公式を用いて
�
1

xn

�0
を求めよ．それより .x�n/0の微分公式を導け．

6 【a D 1=n の場合】f .x/ D xn とすると，関数 n
p
x は，関数 f .x/ の逆関数である．すなわち

f �1.x/ D n
p
x である．問題 3で得られた逆関数の微分公式を用いて

�
n
p
x
�0 D 1

n
�
n
p
x
�n�1 であること

を示せ．さらに，その結果を分数指数を用いて表すことにより
�
x
1
n

�0
の微分公式を導け．

7 【aが有理数の場合】x
m
n D .xm/ 1n であることを用い，合成関数の微分公式を用いて �

x
m
n

�0
の微分

公式を導け．

8 次の関数を変数 x で微分せよ．

a) f .x/ D .x2 � x C 1/5 b) f .x/ D 1

x
p
x

f 0.x/ D f 0.x/ D

c) f .x/ D
�
x2 � 1

x

�3
d) f .x/ D

p
16 � x2

f 0.x/ D f 0.x/ D

e) f .x/ D 3
p
x2 � x C 1 f ) f .x/ D 1p

1 � x2

f 0.x/ D f 0.x/ D

2015 年 11 月 13 日


